
XXVI îëiìïiàäà ç ìàòåìàòèêè

�óñàíiâñüêîãî ëiöåþ ì. Êè¹âà (2023)

Êîìàíäíà îëiìïiàäà, 8�9 êëàñè.

�îçâ'ÿçàííÿ çàäà÷

1. (Îëåã ×åðêàñüêèé) Íåõàé I � öåíòð âïèñàíîãî êîëà òðèêóòíèêà ABC, ÿêå äîòèêà-

¹òüñÿ äî ñòîðií BC, AC i AB ó òî÷êàõ K1, K2 i K3. Ïîçíà÷èìî òî÷êè, ó ÿêèõ ïðîìåíi

K1I, K2I òà K3I ïåðåòèíàþòü ñòîðîíè i ïðîäîâæåííÿ ñòîðií òðèêóòíèêà ABC, ÿê

ïîêàçàíî íà ðèñ. 1. Äîâåäiòü, ùî N1P1 = N2P2 +N3P3.

�èñ. 1.

�èñ. 2.

�îçâ'ÿçàííÿ. Ïðÿìîêóòíi òðèêóòíèêè AK2N2 òà AK3P3 ðiâíi (êóò ïðè âåðøèíi A

ñïiëüíèé, AK2 = AK3 ÿê äîòè÷íi), òîìó K2N2 = K3P3. Àíàëîãi÷íî ç ðiâíîñòi òðèêóò-

íèêiâ BK1N1 òà BK3N3 äiñòà¹ìî, ùî K1N1 = K3N3, à ç ðiâíîñòi òðèêóòíèêiâ CK1P1

òà CK2P2 � ùî K1P1 = K2P2. Ïîçíà÷èìî äîâæèíè ðiâíèõ ÷åðâîíèõ, ñèíiõ òà çåëåíèõ

âiäðiçêiâ íà ðèñ. 2 òàêèì ÷èíîì:

K2N2 = K3P3 = u, K1N1 = K3N3 = v, K1P1 = K2P2 = w.

Òîäi N1P1 = v − w òà N2P2 +N3P3 = (u− w) + (v − u) = v − w = N1P1.

2. Êâàäðàòíå ðiâíÿííÿ ax2 + bx+ c = 0 ìà¹ äâà íàòóðàëüíi êîðåíi, ïðè÷îìó a, b, c öiëi

òà a + b+ c ¹ ïðîñòèì ÷èñëîì. Çíàéäiòü õî÷à á îäèí ç êîðåíiâ öüîãî ðiâíÿííÿ.

�îçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé ðiâíÿííÿ ìà¹ êîðåíi x1 òà x2. Çà òåîðåìîþ Âi¹òà x1 + x2 = − b

a

òà x1x2 = c

a
, òîìó a + b + c = a − (x1 + x2)a + x1x2a = a(x1 − 1)(x2 − 1). Îñêiëüêè a

öiëå, à x1 − 1 òà x2 − 1 öiëi íåâiä'¹ìíi, äîáóòîê öèõ ÷èñåë ìîæå áóòè ïðîñòèì ëèøå

ïðè x1 − 1 = 1 àáî x2 − 1 = 1, òîáòî x1 = 2 àáî x2 = 2.
Âiäïîâiäü: 2.

3. (Îëåêñàíäð Øàìîâè÷) ÍåõàéM1 òàM2 � ñåðåäèíè êàòåòiâ BC òà AC ïðÿìîêóòíîãî

òðèêóòíèêà ABC. Çîâíiâïèñàíi êîëà äîòèêàþòüñÿ äî ñòîðií BC òà AC ó òî÷êàõ T1 òà

T2. Äîâåäiòü, ùî âiäðiçêè M1T2 òà M2T1 ïåðåòèíàþòüñÿ íà áiñåêòðèñi êóòà ACB.

�îçâ'ÿçàííÿ. (I ñïîñiá ) Ïîêàæåìî, ùî âiäðiçêè M1T2 òà M2T1 ïåðåòèíàþòüñÿ ó

òî÷öi I � öåíòði âïèñàíîãî êîëà òðèêóòíèêà ABC.
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Íåõàé K1 òà K2 � òî÷êè äîòèêó âïèñà-

íîãî êîëà çi ñòîðîíàìè BC òà AC (ðèñ. 3).

Äîâåäåìî, ùî ïðÿìîêóòíi òðèêóòíèêè M1K1I

òà IK2T2 ïîäiáíi. Çâiäñè âèïëèâàòèìå, ùî

M1 − I − T2 � îäíà ïðÿìà.

Ïîêëàäåìî BC = a, AC = b, AB = c. Òî-

äi IK1 = IK2 = a+b−c

2
, K1M1 = c−b

2
, K2T2 =

= 2K2M2 = c − a i äîñòàòíüî ïåðåâiðèòè, ùî

IK1

K1M1

= T2K2

K2I
, òîáòî a+b−c

c−b
= 2(c−a)

a+b−c
. Ìà¹ìî

�èñ. 3.

(a+ b− c)2 = 2(c− a)(c− b),

a2 + b2 + c2 + 2ab− 2ac− 2bc = 2c2 − 2ac− 2bc+ 2ab,

a2 + b2 = c2.

Îòæå, M1T2 ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó I òà àíàëîãi÷íî M2T1 ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó I.

(II ñïîñiá) Íåõàé CL′
� áiñåêòðèñà òðèêóòíèêà CM1T2 òà CL′′

� áiñåêòðèñà òðè-

êóòíèêà CM2T1. Äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî CL′ = CL′′, òîáòî òî÷êè L′
òà L′′

çáiãàþòüñÿ.

Çà �îðìóëîþ äîâæèíè áiñåêòðèñè

CL′ =
√
2CM1·CT2

CM1+CT2

, CL′′ =
√
2CM2·CT1

CM2+CT1

.

Íåõàé BC = a, AC = b, AB = c. Òîäi CM1 = a

2
, CM2 = b

2
, CT1 =

a+c−b

2
, CT2 = b+c−a

2
.

Òîìó CM1 + CT2 =
b+c

2
, CM2 + CT1 =

a+c

2
i äîñòàòíüî ïåðåâiðèòè, ùî

a(b+c−a)
b+c

= b(a+c−b)
a+c

, àáî a− a2

b+c
= b− b2

a+c
.

Çàëèøà¹òüñÿ ïîìiòèòè, ùî a− a2

b+c
= a− c2−b2

b+c
= a−c+b òà b− b2

a+c
= b− c2−a2

a+c
= b−c+a.

4. Ïåòðèê íàïèñàâ íà äîøöi ÷èñëî 2,

ïîòiì íàéìåíøå ÷èñëî ç öè�ðîþ 0, ÿêå ¹ áiëüøèì çà ïîïåðåäí¹,

ïîòiì íàéìåíøå ÷èñëî ç öè�ðîþ 2, ÿêå ¹ áiëüøèì çà ïîïåðåäí¹,

ïîòiì íàéìåíøå ÷èñëî ç öè�ðîþ 3, ÿêå ¹ áiëüøèì çà ïîïåðåäí¹,

i òàê äàëi (öè�ðà, ÿêà ìà¹ çóñòðiòèñÿ ó íàñòóïíîìó ÷èñëi, çìiíþ¹òüñÿ çà ïðàâèëîì

2−0−2−3−2−0−2−3− . . . ; äåêiëüêà ïåðøèõ ÷èñåë öå 2, 10, 12, 13, 20, 30, 32, 33, . . .).
×è ç'ÿâèòüñÿ íà äîøöi ÷èñëî 2023?

�îçâ'ÿçàííÿ. (I ñïîñiá) Íåõàé N � íîìåð ïåðøîãî ÷èñëà íà äîøöi, ÿêå íå ìåíøå

çà 2020. ßêùî N = 4k + 1, òî öå ÷èñëî 2020 ç öè�ðîþ 2, íàñòóïíå ÷èñëî ç öè�ðîþ

0 öå 2021, íàñòóïíå ÷èñëî ç öè�ðîþ 2 öå 2022 i íàñòóïíå ÷èñëî ç öè�ðîþ 3 öå 2023.

ßêùî N = 4k+ 2, òî öå ÷èñëî 2020 ç öè�ðîþ 0, íàñòóïíå ÷èñëî ç öè�ðîþ 2 öå 2021 i

íàñòóïíå ÷èñëî ç öè�ðîþ 3 öå 2023. ßêùî N = 4k + 3, òî öå ÷èñëî 2020 ç öè�ðîþ 2,

à íàñòóïíå ÷èñëî ç öè�ðîþ 3 öå 2023. ßêùî æ N = 4k, òî öå ÷èñëî 2023 ç öè�ðîþ 3.

Òàêèì ÷èíîì, íà äîøöi íåîäìiííî ç'ÿâèòüñÿ ÷èñëî 2023.

(II ñïîñiá) Ïðèïóñòèìî, ùî îäðàçó ïiñëÿ ÷èñëà X < 2023 ç'ÿâèëîñÿ ÷èñëî Y > 2023,
ÿêå ìiñòèòü øóêàíó öè�ðó a (2, 0 àáî 3). Àëå ÷èñëî 2023 òåæ ìiñòèòü öè�ðó a, òîáòî

Y íå ìîæå áóòè íàéìåíøèì ÷èñëîì ç öè�ðîþ a, áiëüøèì çà X, ñóïåðå÷íiñòü.

Âiäïîâiäü: òàê.
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5. (Âîëîäèìèð Òî÷îíèé) Íåõàé O òà H � öåíòð îïèñàíîãî êîëà òà òî÷êà ïåðåòèíó âè-

ñîò òðèêóòíèêà ABC, AL1 � áiñåêòðèñà öüîãî òðèêóòíèêà. Âiäîìî, ùî L1 � ñåðåäèíà

OH. Çíàéäiòü êóòè òðèêóòíèêà ABC.

�îçâ'ÿçàííÿ. Íåõàé AM1 òà AH1 � ìåäiàíà òà âèñîòà òðèêóòíèêà. Îñêiëüêè L1

� ñåðåäèíà OH, òî òî÷êè O òà H ëåæàòü ïî ðiçíi ñòîðîíè âiä BC, à òîìó òðèêóò-

íèê ABC òóïîêóòíèé. Ïðÿìîêóòíi òðèêóòíèêè OM1L1 òà HH1L1 ðiâíi (OL1 = HL1,

∠OL1M1 = ∠HL1H1 ÿê âåðòèêàëüíi), òîìó HH1 = OM1. ßêùî ∠A > 90◦, òî H

ëåæèòü íà ïðîäîâæåííi AH1 çà òî÷êó A òà HH1 > AH = 2OM1, ñóïåðå÷íiñòü. Íàäàëi

íåõàé äëÿ âèçíà÷åíîñòi ∠B > 90◦ (ðèñ. 4). Òî÷êè O òà A ëåæàòü ïî îäèí áiê âiä BC,

à òî÷êà H ïî iíøèé áiê. Òîìó ç AH = 2OM1 òà OM1 = HH1 âèïëèâà¹, ùî òàêîæ

AH1 = OM1, çâiäêè OAH1M1 ïðÿìîêóòíèê. Äîáðå âiäîìî, ùî AL1 ¹ áiñåêòðèñîþ

êóòà OAH , îòæå ∠L1AH1 = 1
2
∠OAH = 45◦. Òîìó AH1 = L1H1 = 1

2
M1H1, òîáòî

OM1 = 1
2
OA = 1

2
R. Àëå OM1 = R cos∠A, îòæå cos∠A = 1

2
òà ∠A = 60◦. Òåïåð

∠C = ∠OAC = 1
2
(∠OAH − ∠A) = 15◦ òà ∠B = 105◦.

Âiäïîâiäü: ∠A = 60◦, ∠B = 105◦, ∠C = 15◦ àáî ∠A = 60◦, ∠B = 15◦, ∠C = 105◦.

�èñ. 4.

6. (Îëåêñàíäð Òîëåñíiêîâ) � òðè îäíàêîâi ñïðàâæíi ìîíåòè i äâi îäíàêîâi �àëüøèâi

ìîíåòè, �àëüøèâà ìîíåòà ëåãøà çà ñïðàâæíþ. Íà áåçêîìïðîìiñíèõ òåðåçàõ íiêîëè

íå áóâà¹ ðiâíîâàãè (çàìiñòü ðiâíîâàãè òåðåçè ïîêàçóþòü, ùî ïåðåâàæèëà âèïàäêîâà

øàëüêà). Çà ÿêó íàéìåíøó êiëüêiñòü çâàæóâàíü íà öèõ òåðåçàõ ìîæíà ãàðàíòîâàíî

çíàéòè îáèäâi �àëüøèâi ìîíåòè?

�îçâ'ÿçàííÿ. Ñïî÷àòêó �àëüøèâèìè ìîæóòü âèÿâèòèñÿ áóäü-ÿêi äâi ç ï'ÿòè ìî-

íåò � óñüîãî 10 âàðiàíòiâ. Ïiä ÷àñ áóäü-ÿêîãî çâàæóâàííÿ îäíîìó ç äâîõ ìîæëèâèõ

ðåçóëüòàòiâ âiäïîâiäà¹ íå ìåíøå ïîëîâèíè íàÿâíèõ âàðiàíòiâ. Òîìó ïiñëÿ òðüîõ çâà-

æóâàíü ó íåñïðèÿòëèâîìó âèïàäêó çàëèøèòüñÿ áiëüøå îäíîãî âàðiàíòà, òîáòî òðüîõ

çâàæóâàíü ìîæå âèÿâèòèñÿ íåäîñòàòíüî.

Ïîêàæåìî, ÿê çíàéòè �àëüøèâi ìîíåòè çà ÷îòèðè çâàæóâàííÿ. Ïîêëàäåìî íà

øàëüêè òåðåçiâ ïî äâi ìîíåòè. Íà òié øàëüöi, ÿêà âèÿâèòüñÿ ëåãøîþ, õî÷à á îäíà

ç äâîõ ìîíåò �àëüøèâà (ÿêùî öå íå òàê, òî äâi ñïðàâæíi ìîíåòè âàæàòü íå áiëüøå,

íiæ äâi iíøi ìîíåòè, òîáòî ñïðàâæíiõ ìîíåò ïðèíàéìíi ÷îòèðè, ñóïåðå÷íiñòü). Òåïåð

ïîðiâíÿ¹ìî öi äâi ìîíåòè. Òà ç íèõ, ùî âèÿâèòüñÿ ëåãøîþ, ãàðàíòîâàíî �àëüøèâà.

Çàëèøèëîñÿ òðè ñïðàâæíi i îäíà �àëüøèâà ìîíåòà. Ïîêëàäåìî ¨õ ïî äâi íà øàëüêè

òåðåçiâ. Íà òié øàëüöi, ÿêà âèÿâèòüñÿ ëåãøîþ, ëåæàòü ñïðàâæíÿ i �àëüøèâà ìîíåòè.

Îñòàííiì çâàæóâàííÿì ïîðiâíÿ¹ìî öi äâi ìîíåòè i çíàéäåìî äðóãó �àëüøèâó ìîíåòó.

7. ×è ïðàâäà, ùî äëÿ äîâiëüíîãî íàòóðàëüíîãî x ≥ 2 iñíó¹ òàêå íàòóðàëüíå y > x, ùî

y7 + x äiëèòüñÿ íà x7 + y?
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�îçâ'ÿçàííÿ. Ïîêëàäåìî y = x8 − x7 − 1. Îñêiëüêè x ≥ 2, òî

y = (x− 1)x7 − 1 ≥ x7 − 1 > 2x− 1 > x.

Äàëi, x7 + y = x8 − 1 òà y7 + x = (x8 − x7 − 1)7 + x äà¹ òàêó æ îñòà÷ó ïðè äiëåííi íà

x8 − 1, ÿê (−x7)7 + x = −x(x48 − 1) = −x(x8 − 1)(x40 + x32 + . . .+ x8 + 1). Îòæå, y7 + x

äiëèòüñÿ íà x7 + y.

Âiäïîâiäü: òàê.

Çàóâàæåííÿ. ßê ïðèäóìàòè øóêàíèé ïðèêëàä? Íåõàé x7+y = n. Òîäi y ïðè äiëåííi

íà n äà¹ òàêó æ îñòà÷ó, ÿê −x7, à y7+x � òàêó æ îñòà÷ó, ÿê (−x7)7+x = −x49+x. Òîìó

ñëiä îáðàòè y òàê, àáè x7+ y áóëî äiëüíèêîì x49−x. Íàïðèêëàä, âçÿòè y = x8−x7− 1
àáî y = x49 − x7 − x.

8. (Ìàòâié Êóðñüêèé) Íåõàé O òà H � öåíòð îïèñàíîãî êîëà òà òî÷êà ïåðåòèíó

âèñîò ãîñòðîêóòíîãî òðèêóòíèêà ABC, AD � âèñîòà öüîãî òðèêóòíèêà. Íà ñòîðîíi

BC âiäìiòèëè òàêi òî÷êè E òà F , ùî O ¹ öåíòðîì êîëà, âïèñàíîãî ó òðèêóòíèê AEF.

Âèÿâèëîñÿ, ùî EF = BE + CF. Äîâåäiòü, ùî H ¹ ñåðåäèíîþ AD.

�îçâ'ÿçàííÿ. (I ñïîñiá ) Íåõàé ïðîìåíi AE i AF âäðóãå ïåðåòèíàþòü îïèñàíå êîëî

òðèêóòíèêà ABC ó òî÷êàõ P i Q òà AS � äiàìåòð öüîãî êîëà (ðèñ. 5). Ïîêàæåìî, ùî

S ¹ öåíòðîì çîâíiâïèñàíîãî êîëà òðèêóòíèêà AEF, ÿêå äîòèêà¹òüñÿ äî ñòîðîíè EF.

Çðîçóìiëî, ùî õîðäè AP i CB ñèìåòðè÷íi âiäíîñíî OE, òîìó AP = BC òà BE = EP.

Àíàëîãi÷íî AQ = BC òà CF = FQ. Òîìó ïåðèìåòð òðèêóòíèêà AEF äîðiâíþ¹

AE + AF + EF = (AE +BE) + (AF + CF ) = AP + AQ

òà AP = AQ. Îòæå, çîâíiâïèñàíå êîëî òðèêóòíèêà AEF äîòèêà¹òüñÿ äî ïðîäîâæåíü

ñòîðií AE òà AF ñàìå ó òî÷êàõ P i Q, à òîìó éîãî öåíòðîì ¹ òî÷êà S.

Íåõàé T � òî÷êà äîòèêó çîâíiâïèñàíîãî êîëà çi ñòîðîíîþ EF òà M � ñåðåäèíà

BC. Îñêiëüêè T,M,D � ïðîåêöi¨ S,O,A íà BC i O � ñåðåäèíà AS, òî M � ñåðåäèíà

DT. Êîëà ç öåíòðàìè O, S i ðàäióñàìè OM, ST âïèñàíi ó êóò EAF òà AS = 2AO,

òîìó ST = 2OM. Îñêiëüêè AH = 2OM,

òî OM � ñåðåäíÿ ëiíiÿ ó òðèêóòíèêó

SAH òàM � ñåðåäèíà SH. Òîäi STHD

ïàðàëåëîãðàì òà

HD = ST = 2OM = AH,

ùî çàâåðøó¹ äîâåäåííÿ.

(II ñïîñiá ) Îñêiëüêè AH = 2OM,

äîñòàòíüî äîâåñòè, ùî AD = 4OM.

Òàê ñàìî, ÿê ó I ñïîñîái, äiñòà¹ìî, ùî

ïåðèìåòð òðèêóòíèêà AEF äîðiâíþ¹

AP+AQ = 2BC. Òàêîæ SABC = 2SAEF ,

áî òðèêóòíèêè ìàþòü ñïiëüíó âèñîòó òà

BC = 2EF. Òîìó ðàäióñ âïèñàíîãî ó

òðèêóòíèê AEF êîëà äîðiâíþ¹

OM =
2SAEF

2BC
=

SABC

2BC
=

AD

4
.

�èñ. 5.
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9. (Âîëîäèìèð Áðàéìàí) Âñåðåäèíi òðèêóòíèêà ABC âiäìiòèëè äîâiëüíó òî÷êó G.

Íåõàé D, E òà F � ñåðåäèíè äóã BGC, AGC òà AGB âiäïîâiäíî. Äîâåäiòü, ùî òî÷êè

D,E, F,G ëåæàòü íà îäíîìó êîëi.

�îçâ'ÿçàííÿ. (I ñïîñiá ) Íåõàé ïðÿìi, ÿêi ïðîõîäÿòü ÷åðåç òî÷êè A,B,C ïåðïåíäè-

êóëÿðíî äî AG, BG òà CG, óòâîðþþòü ó ïåðåòèíi òðèêóòíèê A0B0C0 (ðèñ. 6), òà I �

òî÷êà ïåðåòèíó áiñåêòðèñ öüîãî òðèêóòíèêà. Ïîêàæåìî, ùî òî÷êè D,E, F ëåæàòü íà

êîëi ç äiàìåòðîì IG. Ñïðàâäi, äóãà BGC ¹ ÷àñòèíîþ êîëà ç äiàìåòðîì A0G, à áiñåêòðè-

ñà A0I ïðîõîäèòü ÷åðåç ñåðåäèíó öi¹¨ äóãè � òî÷êó D. Òîìó ∠IDG = ∠A0DG = 90◦.
Àíàëîãi÷íî ∠IEG = ∠IFG = 90◦.

�èñ. 6.

(II ñïîñiá ) �îçãëÿíåìî iíâåðñiþ âiäíîñíî áóäü-ÿêîãî êîëà ç öåíòðîì G. Ïðè öié

iíâåðñi¨ òî÷êè D, E òà F ïåðåéäóòü ó òî÷êè D′, E ′
òà F ′, â ÿêèõ çîâíiøíi áiñåêòðèñè

êóòiâ B′GC ′, A′GC ′
òà A′GB′

ïåðåòèíàþòü ïðÿìi B′C ′, A′C ′
òà A′B′

âiäïîâiäíî (ðèñ. 7).

Òîìó çà âëàñòèâiñòþ çîâíiøíüî¨ áiñåêòðèñè

B′D′

D′C ′
·
C ′E ′

E ′A′
·
A′F ′

F ′B′
=

B′G

GC ′
·
C ′G

GA′
·
A′G

GB′
= 1,

à îòæå çà òåîðåìîþ Ìåíåëàÿ D′−E ′−F ′
� îäíà

ïðÿìà. Öÿ ïðÿìà ïåðåòèíà¹ ïðîäîâæåííÿ âñiõ

ñòîðií òðèêóòíèêà A′B′C ′, à òîìó íå ìîæå ïðî-

õîäèòè ÷åðåç òî÷êó G, ÿêà çíàõîäèòüñÿ âñåðå-

äèíi öüîãî òðèêóòíèêà. Çâiäñè òî÷êè D,E, F,G

ëåæàòü íà îäíîìó êîëi.

�èñ. 7.

10. (Þõèì �àáiíîâè÷) �îçâ'ÿæiòü ðiâíÿííÿ

√√
x+ 2 +

√
x+ 1+

√√
x+ 2−

√
x+ 1−

√√
x+ 2 +

√
x− 7+

√√
x+ 2−

√
x− 7 = 2.
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�îçâ'ÿçàííÿ. Ìà¹ìî

(

√√
x+ 2 +

√
x+ 1 +

√√
x+ 2−

√
x+ 1

)2

=

=
√
x+ 2 +

√
x+ 1 + 2

√

(√
x+ 2 +

√
x+ 1

)(√
x+ 2−

√
x+ 1

)

+
√
x+ 2−

√
x+ 1 =

= 2
√
x+ 2 + 2

√

(x+ 2)− (x+ 1) = 2
√
x+ 2 + 2,

àíàëîãi÷íî

(

√√
x+ 2 +

√
x− 7−

√√
x+ 2−

√
x− 7

)2

= 2
√
x+ 2− 6.

Òîìó ðiâíÿííÿ ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

√

2
√
x+ 2 + 2 −

√

2
√
x+ 2− 6 = 2,

àáî

√
y + 2−

√
y − 6 = 2, äå y = 2

√
x+ 2. Çâiäñè

√

y + 2 =
√

y − 6 + 2, y + 2 = y − 6 + 4
√

y − 6 + 4, 4
√

y − 6 = 4, y = 7,

2
√
x+ 2 = 7 òà îñòàòî÷íî x = 41

2
.

Âiäïîâiäü: x = 41
2
.
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