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Русанівського ліцею

10 квітня 2010 року
6 класс
1.
У Змея Горыныча 2010 голов. Если отрубить ему 33 головы, то вырастет 40 голов; если отрубить 21 голову, то не вырастет ни одной; если отрубить 17 , то вырастет 14; а если отрубить 1, то вырастет 10. Можно ли отрубить ему все головы?

1.
Ответ: да, можно.

Решение: Сначала 94 раза отрубим ему по 21 голове: 2010 - 21•94=36. Затем 5 раз по 17 голов, при этом каждый раз вырастет по 14 голов: 36 - 5•17 + 5•14=21. Последним ударом отрубим ему 21 голову: 21– 21=0. Чего и требовалось добиться.
2.
Во дворе стояли в ряд три клетки с кроликами, окрашенные в три разных цвета: красный, желтый и зеленый. В зеленой клетке было вдвое больше кроликов, чем в желтой. 

Через некоторое время продали пять кроликов из левой клетки, после чего половину оставшихся в ней кроликов пересадили в красную клетку.

Какого цвета левая клетка?

2.
Ответ: левая клетка — желтая.
Решение:

Заметим, что левая клетка — не красная, поскольку из левой клетки пересадили кроликов  в красную клетку (по условию).

В зеленой клетке вдвое больше кроликов, чем в желтой. Следовательно, в зеленой клетке было четное  количество кроликов. 

Поскольку после продажи 5 кроликов из левой клетки оказалось возможным пересадить ровно половину кроликов в красную клетку, значит, в левой клетке после продажи стало четное количество кроликов. Следовательно, до продажи в левой клетке было нечетное количество кроликов, а значит, левая клетка – не зеленая.

Откуда получаем, что левая клетка желтого цвета.
3.
На уроке математики во втором классе учитель вызвал к доске Колю, Васю, Мишу, Степу и Гришу и по очереди задал каждому из них по примеру из стандартной таблицы умножения. Результат каждого последующего умножения оказался в полтора раза больше предыдущего. Какие числа умножал Степа?

3.
Ответ: Степа умножал числа 6 и 9.
Решение:
Мальчики получили следующие результаты:

	Коля
	Вася
	Миша
	Степа
	Гриша
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Поскольку максимальное число, которое можно получить в таблице умножения, это 9*9 = 81, значит, 
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Кроме того, 
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делится на 16, так как результат умножения – целое число (а 
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81

– несократимая дробь).

Откуда получаем, что 
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 = 16 (при 
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>16 имеем 
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Значит, Гриша получил результат 81, а Степа – 54. А число 54 возможно получить единственным образом как 6·9, поскольку в таблице умножения все множители не больше 9.
4.
При замерзании вода увеличила свой объем на 1/11 часть. На какую часть своего объема уменьшится лед при обратном превращении в воду?
4.
Ответ: 1/12.
Решение

Если обозначить первоначальный объем 
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, то после замерзания он будет равен 
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. Чтобы получить первоначальный объем после обратного процесса, нужно от полученного объема отнять 
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 часть 
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. А это 
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5.
Федя, Маша и Даша собирали в лесу грибы. Девочки собрали какое-то количество грибов, а Федя не нашел ни одного гриба. Ему стало интересно, сколько же грибов собрали девочки. На его вопрос Маша ответила: "Если я дам вам обоим по три гриба,  затем Даша даст нам обоим по девять грибов, а потом ты дашь каждой из нас по одному грибу, то у нас всех будет поровну грибов". Сколько же грибов собрала каждая из девочек?

5.
Ответ: Маша собрала 6 грибов, Даша – 24 гриба.

Решение

Нарисуем, как изменялось количество грибов у детей по описанию Маши:

	Федя
	Маша
	Даша

	+3
	-6
	+3

	+9
	+9
	-18

	-2
	+1
	+1

	поровну грибов


Поскольку у Феди  изначально не было ни одного гриба, то легко посчитать, что в конце у него было бы 0 + 3 + 9 - 2 = 10 грибов. 

Повторив все операции в обратном порядке с учетом того, что у каждого из детей стало по 10 грибов, получим:

	Федя
	Маша
	Даша

	10
	10
	10

	+2
	-1
	-1

	12
	9
	9

	-9
	-9
	+18

	3
	0
	27

	-3
	+6
	-3

	0
	6
	24


6 клас  2  тур
1.
Нарисуйте десятиугольник, стороны которого лежат на 5 прямых.
1.
Ответ: 

[image: image17]
2.
На доске записано 10 последовательных натуральных чисел. Одно из них вытерли. После этого сумма оставшихся 9 чисел оказалась равной 2010. Найти числа, которые остались на доске.
2.
Ответ: 219; 220; 221; 222; 223; 224; 226; 227; 228.

Решение: Обозначим первое из 10 чисел 
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. Тогда второе = 
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. Пускай вытерли число 
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. Поскольку сумма оставшихся чисел равна 2010, то:
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.  Так как левая часть полученного равенства кратна 9, то и правая часть также делится на 9. Поскольку 
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 это цифра, то рассмотрев сумму цифр числа, записанного в правой части равенства, приходим к единственно возможному варианту 
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. Тогда получаем:  
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3.
Али-Бабе подарили 40 кувшинов. Известно, что среди них найдутся два, различных по форме, и два, различных по цвету. Доказать, что существуют два кувшина, различных и по форме, и по цвету.
3.
Решение:

Рассмотрим два кувшина различных по форме. Если они разных цветов, то задача решена. Если же кувшины имеют один цвет, то возьмем третий кувшин, который отличается от них по цвету (такой кувшин по условию существует). Так как кувшин не может иметь 2 разные формы одновременно, то он имеет различную форму хотя бы с одним из первых двух. Таким образом, третий кувшин отличается и по форме,  и по цвету хотя бы с одним из первых двух, что и требовалось доказать.
7 класс

Решения задач

Первый тур
1.
Курс акций компании «Рога и копыта» каждый день в 12 часов повышается или понижается на 17% (курс не округляется). Может ли курс дважды принять одно и то же значение?


Решение. Пусть в какой-то из дней курс акций компании был равен 
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. После изменения он, согласно условию, стал равен 
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. При дальнейших изменениях курса его значение каждый день будет умножаться либо на 
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, либо на 
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. Таким образом, для того, чтоб через несколько дней курс акций вновь стал равен 
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, должно выполняться следующее равенство: 
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 или, после сокращения на 
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. Преобразуем уравнение к виду 
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. Заметим, что правая часть уравнения делится на 2, а левая – нет. Следовательно, курс акций компании не может дважды принять одно и то же значение.

2. 

Решить уравнение
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Решение. 
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3.
Паша, Миша и Дима играли после уроков в снежки. Первым бросил снежок Дима. Известно, что в ответ на каждый попавший в него снежок, Паша бросал 6 снежков, Миша – 5 снежков, а Дима – 4 снежка. Всего за игру пролетело мимо цели (то есть не попало ни в одного из ребят) 13 снежков. Попробуйте выяснить, сколько же снежков попало в каждого из ребят.


Решение. Пусть в Пашу попало x снежков, в Мишу – y, а в Диму – z. Тогда всего за игру было брошено 
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 снежков (включая снежок, который был брошен зачинщиком с самого начала). С другой стороны, за игру было брошено 
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 снежков (включая 13 снежков, которые не попали ни в одного из ребят).


Получаем уравнение 
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 или, после упрощений, 
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. Заметим, что поскольку каждое из чисел x, y и z – натуральное либо 0, то x может принимать всего три значения – 0, 1 или 2 (при больших значениях x левая часть всегда будет превышать правую). Рассмотрим каждое из возможных значений. 


Если x = 2, то получаем 
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. Очевидно, что подходящих значений y и z в данном случае нет.


Если x = 1, то получаем 
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, откуда y = z = 1. Следовательно, в каждого из ребят попало по одному снежку.


Если х = 0, то получаем 
[image: image54.wmf]12
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. Тогда либо y = 3, z = 0, либо y = 0, z = 4. В первом случае за игру было брошено 16 снежков, причем 15 из них бросил Миша. Следовательно, в него не могло попасть 3 снежка. Во втором случае за игру было брошено 17 снежков, причем все 17 снежков бросил Дима. Следовательно, в него не могло попасть 4 снежка.


Ответ. В каждого из ребят попало по одному снежку.
4. 
В треугольнике ABC провели внутренние биссектрисы углов А и С. Точки P и Q – основания перпендикуляров, опущенных из вершины B на эти биссектрисы.

[image: image145.wmf]

Доказать, что PQ || AC.

Решение. Продлим перпендикуляры BP и BQ до пересечения с прямой AC в точках P' и Q' соответственно. Заметим, что в треугольнике BCQ' прямая CQ – высота и биссектриса, а значит, и медиана. Аналогично в треугольнике BAP' прямая AP – медиана. Следовательно, BQ = QQ' и BP = PP'.


Заметим, что PQ – средняя линия треугольника P'BQ'. Тогда PQ || AC, что и требовалось доказать.


[image: image146.png]


5.
В треугольнике ABC проведена биссектриса угла A до второго пересечения с описанной окружностью – точкой W. O – центр описанной окружности. Известно, что OW = CW = AC.


Найдите все углы треугольника ABC.

Решение. Соединим точки O и C. Поскольку О – центр описанной окружности вокруг треугольника ABC, то OC = OW. Тогда треугольник OCW – равносторонний.
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С другой стороны, 
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Следовательно, 
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Поскольку треугольник ACW – равнобедренный ( 
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Вписанные углы ABC и AWC опираются на одну дугу окружности. Следовательно, они равны.
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Окончательно:
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Второй тур

[image: image147.png]


6.
На клетчатой доске стоит 2010 ферзей. Может ли каждый из них бить ровно 5 других ферзей? (Ферзь может бить на любое количество клеток по вертикали, по горизонтали или по диагонали.)


Решение. Выберем среди всех ферзей, стоящих на доске, того, который стоит левее всех остальных. Если таких ферзей несколько, выберем самого верхнего из них. Заметим, что он может бить не больше 4 ферзей – одного по диагонали вверх-вправо, одного по горизонтали вправо, одного по диагонали вниз-вправо и одного по вертикали вниз. Следовательно, каждый из 2010 ферзей не может бить ровно 5 других ферзей.
7.
В кошельке лежали купюры в 1, 3, 5 и 10 люпиков, причем люпиковые купюры (достоинством в 1 люпик) составляли половину общей суммы денег. Когда я покупал газету за 16 люпиков, ветром унесло 5 купюр. Хватит ли оставшихся денег на покупку?


Решение. Поскольку в кошельке было хотя бы по одной купюре в 3, 5 и 10 люпиков, то люпиковых купюр было не меньше восемнадцати, а всего – не меньше двадцати одной купюры. Из них осталось не меньше шестнадцати, а следовательно, осталось не меньше шестнадцати люпиков.

8. А и В - произвольные точки на сторонах прямого угла с вершиной О. Точка С лежит внутри угла  АОВ . Докажите, что периметр треугольника АВС больше, чем 2ОС. 

Решение. Пусть точка С1 – точка, симметричная  точке С относительно прямой ОА, а С2 -  симметрична С относительно прямой ОВ. Тогда точки С1, О и С2  лежат на одной прямой, т.к.
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Следовательно, 

АС + ВС + АВ = АС1 + ВС2 + АВ >С1С2 = 2ОС.

8 класс

Задача 1. (В.Подхалюзин)
[image: image148.png]


AL — биссектриса в треугольнике ABC. Около треугольников ABL и ACL описаны окружности 
[image: image65.wmf]1
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 и 
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 соответственно. Внешняя биссектриса угла B пересекает 
[image: image67.wmf]1
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 в точке K. Внешняя биссектриса угла C пересекает 
[image: image68.wmf]2
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 в точке N. Найдите угол между прямыми AL и KN.
AL — бісектриса в трикутнику ABC. Навколо трикутників ABL та ACL описані кола 
[image: image69.wmf]1
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 та 
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 відповідно. Зовнішня бісектриса кута B перетинає
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 у точці K. Зовнішня бісектриса кута C перетинає
[image: image72.wmf]2

w

 у точці N. Знайдіть кут між прямими  AL та KN.
Решение.

Очевидно, 
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 (вписанные, опираются на одну дугу в 
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 (вписанные, опираются на одну дугу). Тогда 
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). Точно так же и 
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 является равнобедренным (
[image: image82.wmf]ANNL
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). Поскольку 
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 (по трем сторонам), то 
[image: image84.wmf]NKAL
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. Таким образом, искомый угол равен 
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.

Задача 2. (В.Сатко)
[image: image149.wmf]Восстановите треугольник ABC по вершине C, точке N пересечения прямой, содержащей высоту 
[image: image86.wmf]a
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, с описанной около 
[image: image87.wmf]ABC
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 окружностью, а также прямой OH, проходящей через точку H пересечения высот 
[image: image88.wmf]ABC

D

 и центр O описанной около него окружности.
Відновіть трикутник ABC за вершиною C, точкою N перетину прямої, що містить висоту 
[image: image89.wmf]a

h

, з описаним навколо
[image: image90.wmf]ABC

D

 колом, а також прямою OH, що проходить через точку H перетину висот
[image: image91.wmf]ABC

D

 та центр O описаного навколо нього кола.
Решение.

Поскольку точка N симметрична ортоцентру H относительно стороны BC (известный факт геометрии треугольника), то засечка из точки C радиусом CN даст на прямой OH ортоцентр H. Серединный перпендикуляр к CN пересекает прямую OH в точке O. Окружность с центром O радиуса OC пересекает прямую NH в вершине A. А серединный перпендикуляр к NH пересекает эту окружность в недостающих вершинах B и C.

Задача 3. (А.Карлюченко)
[image: image150.wmf]В треугольнике ABC угол A равен 
[image: image92.wmf]60

°

. BL и CN – биссектрисы в этом треугольнике. Серединный перпендикуляр к LN пересекает сторону BC в точке T. Докажите, что треугольник LNT является равносторонним.
У трикутнику ABC кут A дорівнює 
[image: image93.wmf]60

°

. BL та CN — бісектриси в цьому трикутнику. Серединний перпендикуляр до LN перетинає сторону BC в точці T. Доведіть, що трикутник LNT є рівностороннім.
Решение.
Пусть I – инцентр (точка пересечения биссектрис) треугольника ABC. 
[image: image94.wmf]90120
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. Тогда и вертикальный с ним 
[image: image95.wmf]120
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. Поэтому около четрехугольника ALIN можно описать окружность (
[image: image96.wmf]60120180
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). Поскольку AI – биссектриса угла A, то 
[image: image97.wmf]ILIN
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 (как хорды, стягивающие одноименные равные дуги). Очевидно, в равнобедренном треугольнике ILN серединный перпендикуляр к LN пройдет через I. 
[image: image98.wmf]30
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. Так как 
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, то и вертикальные с ними 
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. 
[image: image101.wmf]5180(14)60

Ð=°-Ð+Ð=°

. Аналогично и 
[image: image102.wmf]660
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. Треугольники ILC и ITC равны по стороне и двум прилежащим углам. Тогда 
[image: image103.wmf]ITILIN
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. Следовательно, треугольники ILT, ILN и INT равны по двум сторонам и углу между ними. То есть, 
[image: image104.wmf]TLLNNT
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 и 
[image: image105.wmf]LNT
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 – равносторонний. 
1. В каждой вершине тетраэдра стоит по светофору. На всех светофорах горит красный свет. На каждой грани находится кнопка, которая переключает цвет светофоров этой грани на следующий (красный — на желтый, желтый — на зеленый, а зеленый — на красный). Можно ли при помощи нескольких нажатий переключить все светофоры на желтый свет?

2. Барон Мюнхгаузен узнал, что место, где находится клад на загадочном острове, удовлетворяет неравенству:  |x2 + xy|>|x2 - xy|. Укажите  место на координатной плоскости, где ему следует искать клад.

3. Дискриминанты трех приведенных квадратных уравнений равны 1; 4; 9. Докажите, что сумма некоторых трех корней этих уравнений равна сумме трех других.

Розв’язок

1. Нехай кожен світлофор має певну цифру: якщо горить червоний колір, то значення 0, жовтий — 1, а зелений — 2. Тоді натискання на кнопку змінює у трьох світлофорів значення на 1, тобто до суми значень додає 3. Спочатку сума ділилась на 3, а потрібно отримати таку суму, щоб остача при діленні на 3 була рівна 1(1 + 1 + 1 + 1 = 1 (mod 3)). Але ми не змінюємо остачу при діленні на 3. То це не можливо.

2. Піднесемо дві частини до квадрату і отримаємо: 

((x)²)² + 2x³y + x²y²>((x)²)² - 2x³y + x²y². Звідки отримуємо: 4x³y>0. А цій нерівності вже задовольняють всі точки 1-ї та 3-ї чверті нашої площини, окрім вісей координат.

3. Нехай Х1, Х2, D1 , Y1, Y2, D2, Z1, Z2, D3 — корені та дискримінанти відповідно 1-го, 2-го та 3-го рівнянь. Розглянемо різниці цих коренів:

X1 – X2 =
[image: image106.wmf]1

D

;
Y1 – Y2 =
[image: image107.wmf]2

D

;
Z1 – Z2 =
[image: image108.wmf]3

D

.
Тоді побачимо, що X1– X2 + Y1–Y2 = Z1 – Z2 => X1 + Y1 + Z2 = X2 + Y2 + Z1.

9-10 класс
командная олимпиада
1. Даны шар, лист бумаги, линейка и циркуль, которым можно чертить окружности как на листе, так и на шаре. Постройте радиус шара.

Начертим на шаре две окружности равного радиуса, пересекающиеся в точках А и В. Тогда сечение шара, проходящее через центры этих окружностей О1 и О2 и перпендикулярное АВ, будет диаметральным. Опишем две пересекающиеся окружности с центрами в точках А и В и равного радиуса; пусть они пересекаются в точках С и D. Тогда точки С и D лежат на том же диаметральном сечении. Соответственно, построим на листе бумаги треугольник, равный треугольнику CDO​1 (это можем сделать, поскольку расстояния между точками на шаре отмеряются циркулем). Тогда радиус окружности, описанной вокруг построенного треугольника, будет равен радиусу шара.
2. (О. Карлюченко) В окружности ( проведены хорды AB и AC. Окружность (1 касается окружности (, а также хорд AB и AC в точках D и E соответственно. Окружность (2 касается окружности ( внутренним образом, а окружности (1 – внешним образом в точке D. Окружность (3 касается окружности ( внутренним образом, а окружности (1 – внешним образом в точке E. Докажите, что окружности (1, (2, (3 имеют общую внешнюю касательную.

Воспользуемся леммой Архимеда: если две окружности касаются друг друга внешним образом, а также бóльшей окружности и её хорды, то общая внутренняя касательная этих окружностей проходит через середину дуги, отсекаемой хордой на бóльшей окружности.

Проведём общую касательную к окружностям (1 и (2. По лемме Архимеда точка А совпадёт с серединой дуги, которую эта касательная отсекает от окружности (. Аналогично точка А совпадает с серединой дуги, которую отсекает от окружности ( общая касательная к окружностям (1 и (3. Однако эти касательные не могут быть параллельны, следовательно, они совпадают.
3. (С. Яковлев) На сторонах AB и AC треугольника ABC взяты произвольные точки D и E соответственно. Прямая, проходящая через D и параллельная AC, и прямая, проходящая через E и параллельная AB, пересекаются в точке G. Найдите все получаемые таким образом точки G, для которых также выполняется равенство: 
[image: image109.wmf]ABC
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Пусть BD = x, AD = y, AE = p, EC = q. Тогда указанное равенство площадей можно записать в таком виде: 
[image: image110.wmf])
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. Возведя в квадрат и сократив, получим 
[image: image111.wmf]yp
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, или 
[image: image112.wmf](
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, откуда следует, что 
[image: image113.wmf]q
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. Несложно показать, что это равенство выполняется тогда и только тогда, когда точка G лежит на отрезке ВС.
4. (А. Карлюченко) Прямая l – срединный перпендикуляр к биссектрисе AL1 треугольника ABC. Внешняя и внутренняя биссектрисы угла B пересекают l в точках B1 и B2, а внешняя и внутренняя биссектрисы угла C – в точках С1 и С2. Докажите, что 
[image: image114.wmf]2
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Рассмотрим треугольник ABL1 и описанную вокруг него окружность. В этом треугольнике BB2 – биссектриса угла, а B1B2 – срединный перпендикуляр к стороне, следовательно, они пересекаются на описанной окружности, то есть точка B2 лежит на описанной окружности. Точка B1 также лежит на этой окружности, поскольку B1B2 – её диаметр. Следовательно, угол 
[image: image115.wmf]°
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. Аналогично показывается, что 
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, откуда следует утверждение задачи.
5. Известно, что при любых целых значениях x выражение 
[image: image117.wmf]cx
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 принимает целые значения. Докажите, что 6a – целое.

Если 
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 – всегда целое, то 
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 – тоже всегда целое. Аналогично 
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 – тоже всегда целое, и, наконец, 
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6. Докажите неравенство: 
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, где 
[image: image123.wmf]0

,

,

>

z

y

x

 и 
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Преобразуем наше неравенство: 
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Следовательно, исходное неравенство доказано. Равенство выполняется тогда и только тогда, когда 
[image: image128.wmf]1
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7. Дана шоколадка 2xN (два ряда по N квадратиков). Сколько существует различных способов разрезать её на кусочки 2x1, если квадратики ломать нельзя?
Обозначим через 
[image: image129.wmf]N
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 количество различных способов разломать шоколадку 2xN. Существует два различных способа отломать слева кусочек 2х1:

1) Отламывается один столбик (вертикальный кусок). Тогда остаётся шоколадка 2x(N – 1), которую можно разломать дальше 
[image: image130.wmf]1
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 способами.

2) Отламывается один горизонтальный кусок. Тогда второй горизонтальный кусок отламывается автоматически (больше полученный выступ никак не делится на куски 2х1). Следовательно, в этом случае фактически отламываются два левых столбика, остаётся шоколадка 2x(N – 2), которую можно разломать дальше 
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 способами.

Таким образом, получаем, что 
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. Однако это – рекуррентная зависимость чисел Фибоначчи! Также, учитывая, что 
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, получаем, что последовательность 
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 – это сдвинутая на единицу последовательность чисел Фибоначчи.

Ответ: 
[image: image136.wmf]N
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 равно (N + 1)-му числу Фибоначчи.
8. Найдите все Х из промежутка 
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, для которых выполняется неравенство 
[image: image138.wmf]16

cos

2

p

£

x

x


Доказательство: По неравенству Коши 
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Докажем теперь 
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Откуда 
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. График левой части лежит над графиком правой, касание в 
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